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 1．はじめに
 ブラウン運動は，統計力学だげではたく，物理学のいろいろな分野で重要である．ブラウン
運動の理論には，力学方程式を確率過程の方程式へ発展させる特別た意味がある（久保
（1972））．ランジュバン方程式はこのようなブラウン運動を現象論的た記述で表現している．ラ
ンジュバン方程式により，ブラウン運動の確率過程の性質を微視的た運動として物理的に理解
することができる．
 ブラウン運動をより一般的に拡張したfracti㎝a1Brownian motion（fBm）の考えがある．
ブラウン運動はガウス型のランダムノイズを，fBmはランダムノイズを時間の重みつきで移動
平均したものを積分することで得られる．←たがって，自分以外に相関を持たないガウス型の
ランダムノイズと強い相関を持つブラウン運動との中間的た運動がfBmである．このようた
性質により，fBmは工学的，統計学的た広い範囲の応用が期待されている．Mande1brot and
VanNess（1968）はWey1の非整数次の積分表現を1用いて，fBmの自己相似性やスペクトル構
造を明らかにした．Maccone（1981）はRiemann－Liouvi11eの非整数次の積分表現を出発点と
して，fBmの直交性や固有関数を導いている．
 ランジュバン方程式は，ブラウン粒子の微視的た運動を粒子速度に比例する低抗力と周囲の
媒質から働くゆらぎの力で記述している．しかし，上に述べた一般化したブラウン運動は数学
的た（形式的た）拡張による表現であり，その背景にある物理モデルを直接読み取ることはで
きない．fBmの非整数次元の物理的な意味や，自然現象ではその値がどのようにして決まって
いるのかは明らかではたい．
 Koyama and Hara（199！）はランダムた系の時間発展をランジュバン方程式で考えて，ラン
ダムシステムが持つ複雑た性質を方程式系が持つ自己相似た性質で表現した．このようた構造
を持つランダムシステムは1／！α型のパワースペクトルになることを一般的に導いた．そして，
パワースペ＞トルのべき係数αとランダムシステムの構造との関係を示し，αがどのようた物
理的制約で決まるのかを議論している．
 ここでは基本的なランジュバン方程式に，ランダムシステムの自己相似た性質で決まるス
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ケール則を考えることで，微分方程式から出発してfBmの新たた表現式を導く．そして，fBm
の直感的た理解を深め，その物理的た意味を議論する．
 2．非整数次のブラウン運動（fmctiom1Bmwmiam motion：fBm）
 ここでは確率過程の厳密な理論を発展させることやブラウン運動の数学的た定式化を目的と
しているのではなく，ブラウン運動の一般化が意味する物理モデルを考え，その性質を明らか
にすることを第i義の目的としている．厳密た数学的表現はLevy（1953），Maccone（1981）
やMande1brot（1983）に詳しく，またそれらが引用している参考文献に述べられてある．ま
ず，ブラウン運動と非整数次のブラウン運動の性賓を形式的た表現でまとめてみる．ブラウン
運動3（左）はGaussian random noise（Gm），0（才），の積分で形式的に
（2．1） 州一∫二G（∫）a・
と表される．逆の表現では，ブラウン運動の微分形がガウスノイズ（Gm）になる．この意味は，
まず，ブラウン運動の自己相関関数を考える：
 （2．2）         R朋（C、，彦。）＝〈B（左、）3（彦。）〉
                      ＝σ2（広。〈云。），
ただし，〈〉は時間平均を表し，〈はC、とC。の小さた値を取るものとする．これを，広。とC。
で偏微分すれば，平均が0，分散がσ2のGmの自己相関関数
 （2．3）         R㏄（オ、，左。）＝＜G（才。）G（C。）〉
                      ＝σ2δ（才1一左2）
に一致する．ただし，δはデノレタ関数である．（2．3）は，左。＝あのとき，つまり，Gmが自分自
身にしか相関を持たたいことを示している．しかし，（2．2）を見ればわかるように，ブラウン運
動の自己相関は時間と共に発散する強い相関を示す．
 Levy（1953）やMaccone（1981）．はG（C）とB（左）の中間の性質を示すfractiona1Brown・
ian motion（fBm），BH（C）を
（2．4） 舳一。（。羊1／。）ル1）ト“）ゐ （O＜∬＜1）
で定義した．ここで，rはガンマ関数である．fBmの表現式には他に，Mande1brot（1983）に
よる
（・・）舳一冊≒1／。）「∫1ト・）川・（・）・・一∫。。ト・1用舳・1
などもある．これらの違いは，初期条件の仮定で生じるものであり，基本的た性質は同じであ
る．
 Grnがブラウン運動を励起するのに対し，fractiona1Gaussian noise（fGn），GH（左），がfBm
を励起するとMandelbrot and Wa11is（1969）は考えた．彼らはfGnの一例として，
                    f－1 （2．6）    G∬（左）＝（∬一1／2）Σ（ト∫）H－3∫2G（∫）十Q亙G（玄），
                    8＝f－M
ただし，
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          軌一に（、、1／2）か：：1㌘続
                   S＝1
を考えている．ここでG（8）はGmである．GH（C）は時間の重み（ト8）且一3∫2でGmを移動平均
したものにたっている．
 GH（才）はGrnとは異なり，自分自身以外にも相関を示す．（2．6）式のfGnの自己相関関数は
 （2．7）        此”G”（〃、，サ。）竺η1〃r彦。12∬一2
で近似される（Mande1brot and Van Ness（1968））．ただし，ηは定数である．O〈互＜1で
あるから，時間差と共に2H－2のべき乗で相関は減小する．これは相関関数がδ関数や指数関
数で表現される場合に比べて，1ongtai1behaviorの性質を示す相関である．Fig，1にG（左）と
ω（左）を例示する．0＜H＜1／2のときGH（広）はGrnより短周期成分が卓越する．逆に，1／2＜
H＜1では，周期の長い変動が卓越することが見て取れる．
 Fig．1で見いだせる長周期成分は，（2．7）式で，∬→1のとき，fBmが1ongtai1behaviorを
顕著に示すことで理解される．この性質は，（2．4）式のfBm積分表示から導かれるものであり，
ブラウン運動の形式的（数学的）な拡張から導かれた理論的な性質であ．る．しかし，今まで述べ
てきたようにこのブラウン運動の一般化では，その背景にある物理モデルが古典的たブラウン
運動のようには明確ではたい．さらに，（2．6）式の例に現れる確率変数fGnが（2．7）式のように
相関を示す性質はどのように理解すればよいのだろうか．このガウスノイズが自分自身以外に
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Fig．1．White noise and fracti㎝al Gaussian noises by Mande1brot and Van Ness（ユ968）．
   Vertica1axis is arbitrary correspondingto the variance ofrandom noises．HorizontaI
   axis is the time step upt01000．
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も相関を示すような性質は直感的た理解が難しい．また，べき係数∬の物理的な意味づけやそ
れがどのようにして決まるのかもよくわからない点である．
 3．ランジュバン方程式のスケール変換（Sca1ed Langevim吻uation：SLE）
 複雑た自然現象を数少ないパラメータで一般的に記述することはできない．ここで考えるラ
ンダムシステムは，基本的た構成要素がランダムに励起される系である．要素の内には同じ性
質の応答を示す要素群があり，それらをまとめてクラスターとする．数多くのクラス．ターが全
体としてランダムシステムを構成していると考える．
 それぞれのクラスターの応答をKoyama and Hara（1991）はランジュバン方程式で表現し
た：
                 6x（才） （31）           十γX（玄）＝G（左），                  aオ
ただし，γは注目するクラスター内の要素の応答を特徴づけるパラメータであり，G（c）が各要
素を活性化する．
 ここではさらに，各クラスターが自己相似な性質を示すと考えて，システム全体の複雑さを
モデル化する．ここでは，（3，1）式の解X（玄）をクラスターの基本応答関数X。（広）と考え，その
ランダムノイズG（左）をGO（左）として，
（ふ・）   舳一乃兄一・（l1）（1－1，み…）
 （3．3）      G｛（彦）：河GH（ろC） （ク＝1，2，．．．）
で各クラスターをスケール変換する．ここで6とろは正の実数とする．この操作により，ラン
ジュバン方程式はクラスター毎にスケール変換され
                aX。（C）                    十ろγX1（左）＝G1（左）                 励 （3．4）
                努）・舳（1）一舳
そして，Gmは
 （3．5）      ＜G｛（C＋∫）α（¢）〉＝α〈G。一、（彦十8）G｛一。（広）＞
とたる．また，このスケーノレ変換はクラスター間の相似則をフラクタル次元D，
 （3．6）                          ノ）＝1nα／1nろ
で特徴づけている．Fig．2にここで考えているランジュバン方程式のスケール変換を模式的に
示す．基本応答関数X。（左）はパルス幅を決めるγとパルスの発生頻度で特徴づけられる．ス
ケール変換された応答関数X。（≠）ばるγとα倍のパルス発生頻度で特徴づけられている．同様
に，X。（広）ばる2γとα2で表現される．したがって，もし，カントール集合で特徴づけられるバ
ノレス群がらたるランダムシステムの応答を考えるたら，α：2，ろ＝3で（3．6）式を評価すればよ
い．コッホ分布なら。＝4，ろ＝3に取ればよい．
 各クラスターの初期条件をX｛（一〇〇）＝0と仮定する．各クラスターのインパルス応答関数
んゴ（オ）は（3．4）式のがγで表される特性を持つから
 （3．7）                        ん｛（広）＝exP（一がγ云）σ（云）
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である．ただし，σ（才）は単位階段関数である．各クラスターの応答関数はん｛（c）とクラスター
内の要素をランダムに活性化するG｛（彦）のたたみ込みで
（3．8） 舳）一∫二・1（1）舳一・）・・
と表される．システム全体はいろいろだクラスターの応答が重なりあい，複雑た性質を示すと
考えられる．したがって，システム全体の応答関数は上で考えた各クラスターの応答関数の和
で表現される：
                       w （3．9）         X（オ）＝Σ兄（彦），
                       一＝O
ただし，システムはN＋1個の有限個のクラスターから構成されているとする．
 ク番目とブ番目のクラスターの応答関数から相互相関を計算すれば，（3．8）式より
 （3．10）   ル、η（左、，左。）＝〈ふ（孝、）Xゴ（広。）〉
一∫二／肌）Gゴ（1）〉舳一・）a・
一∫ン・∫ンl／舳）G・（・）／ゐ1（た一・）舳一・）
と書き表される．α（m）とGゴ（8）は共に，Grnであるから，互いに直交している：
（…） ／舳）ら（・）／－／ポδ（m一∫）ll；λ
これにより，クラスターの応答関数X｛（オ）とX5（C）は互いに直交していることが示される．
 この直交関係を用いれば，システム全体の自己相関関数は各クラスターの自己相関関数の和
で表される：
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R〃（s）＝〈ΣX｛（左十∫）ΣX5（云）＞
     ｛        ゴ
   一携（号）ゴ…（一州1！
B（左）やBH（広）で表したブラウン運動はその軌跡（変位）を示している（Wiener過程）．
（3．1）式のランジュバン方程式の解X（C）はブラウン運動の速度を与える（Ornstein－
Uh1enbeck過程）．したがって，ブラウン粒子の位置（変位）はここで考えているX（広）を形式
的に時間で1塘積分した物理量にたっていると考えられる．
 4． Long tai1be113vior
 原・小山（1991）は最急降下法の近似で，Koyama and Hara（1992）は分岐点積分で（3．12）
式の漸近表現を得た．ここでは，より一般的に，（3．12）で∫→ろ8のスケール変換を考える．
I∫1》1のとき
（4．1）        R。。（。卜旦R。。（ろ。）                       ろ
のスケーリング関係が導げる．この関係を用いれば，システム全体の自己相関関数は，
 （4．2）        Rxx（8）＝α。181’一D  （D＞O）
と表される．ただし，α・はDによって決まる定数である．
 ブラウン運動の軌跡はB（広）で，ランジュバン方程式の解x（才）はブラウン運動の速度を形
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Fig．3．FractionaI Brownian motion derived from the sca1ed Langevin equation．Fracta1
   dimension of the sca1ing rule is D，which re1ates to the Hurst exponent as D＝3－2亙．
   Two examp1es of each va1ue of D1＝1n7／1n3and－02＝1n4／1n3are plotted．Unit of
   the vertica1axis is arbitrary depending onσ2．Unit in abscissa is a discrete time of
   640steps．The response functions of the first five clusters and the tota1response
   function are shown for each examp1e．
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式的に与えている．したがって，（4．2）式と直接比較すべき相関関数は（2．7）式である．すたわ
ち，（2．7）と（4．2）式より
 （4．3）           1－D＝2H－2
の関係が導かれる．ここに現れるのはスケール変換のフラクタル次元であり，Fig．2や（3．6）
式で物理的に定義されているパラメータである．したがって，fGnの相関を規定するパラメータ
Hの意味がこの関係から理解される．本来ランダムであるべき確率変数が示す党かげ上の相関
が，物理的には，確率変数のスケール変換によって生じるものであることがわかる．Fig．3にD。
＝1n7／1n3とD・＝1n4／1n3をパラメータとする応答関数の例を示す．D・より山の例が周期
の長い成分が卓越している．Fig．1に示したfGnの特徴がSLEで再現されていることがこの
図から理解される．
 今D＞Oで（4．3）式の関係を調べる．古典的なプラウソ運動はH＝1／2で与えられる．このと
きD＝2となる．これはブラウン運動が2次元平面を埋めつくすことを示している．また，
1／2くH＜1の範囲では，フラクタル次元は1＜D＜2とたるのだから，fBmは一度通った点の
近傍を再び通ることはなく，自己回避性の運動となる．さらに，0＜H＜1／2の範囲では，
2くD＜3であり，平面上の同じ点を無限回通る運動になっていることが理解される．
 ここに述べたスケール変換によるブラウン運動の表現では，O＜D＜1の次元を持つ運動も定
義される．この場合は，ブラウン粒子の連続した軌跡はもはや存在せず，至るところで途切れ
た軌跡とたっている．この場合，1＜H＜3／2どたり，（2．4）式で与えたfBmの定義域を越えて
いる．連続でないブラウン運動も次元の理解ρ自然な拡張として許すなら，ここに述べたスケー
ル変換によるブラウン運動の表現が従来のブラウン運動の制約を取りばらい，より広い範囲の
現象を表現することが可能であり，より広い範囲の応用が期待される．
 ここでは直接導くことはしたかったが，fBmの軌跡の性質も同様に考えることができる．そ
の1ong tai1behaviorの性質は（4．3）式か弓空間的・時間的なスケール変換のフラクタル次元
として，ランダムシステムの構造から決まるパラメータで理解することができる．
5．パワースペクトル
Gmのパワースペクトルは白色である．fGnのスペクトルは（2．7）式をフーリエ変換して，
（・．1）  ・肋（！）一∫：晦111・・一・…（一鮒）れ1／！・・一・
であることが知られている（Mande1brot and Van Ness（1968））．ここで！は周波数である．
この結果を用いれば，ブラウン運動やfBmの軌跡のパワースペクトルが（2．1）や（2．4）式から
各々1／！2や1／∫2亙十1とたることが理解される．
 SLEによるブラウン運動のスペクトルは（4．2）式をフーリエ変換して，
 （5．2）        P∫〃（！）竺 β刀r（2－D）1！l D－2    （ノ）＞0，ノ）一2≠integer），
ただし，β・はDで決まる定数である．パワースペクトルがシステムのフラクタル次元を係数と
する周波数のべき乗で表される．ここで注意したければいけないのは，rがガンマ関数である
から，D＞2ではパワースペクトルが負の値を取る．したがって，D＞2では（5．2）式の表現は
現実的ではたい．D＞2の条件はα＞62と等価である．
 （3．12）式に立ち戻り各クラスターの応答関数をフーリエ変換して，システム全体のパワース
ペクトルを各クラスターのパワースペクトルの和で表すと，
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・（ω）一貞（号）一書が
とたる．ここでは，一般性を失うことたく，γ＝1とσ2＝2を仮定してある．またωは角周波数
2π！である．各クラスターは特徴的た角周波数がを持つスペクトルで表現されていることがわ
かる．こあ角周波数より低い周波数帯では，2（α／ろ2）言の白色スペクトルになり，高い周波数帯で
は2α｛／ω2のローレンツ型のスペクトルになっている．システム全体ではγで規格化された角
周波数ωが1からろwの周波数帯でスケール変換されていることになる．この周波数帯をス
ケーリング領域と呼ぶことにする．
 （5．3）式のパワースペクトル表現でω→ω／ろのスケール変換を考えると，
（5．4） ・（ω／1）一芸／・（ω）一、÷・。（絡羊〆／
と書き表される．このスケーリング関係は複雑であるが，P（ω）の漸近的た性質を次のように求
めることができる：1《ω《ろw＋1のスケーリング領域内では，α＜ろ2のとき
（…）     ・（ω卜景・（ω／ろ）・
また，α〉ろ2のときは，（5．4）式のスケーリングを繰り返すことで，中括弧内の第1項と第2項
が第3項に比べて小さくたるから，
                        2αw （5．6）                 P（ω）1                       ろ2W＋ω2
が導かれる．．
 （5．5）式は（5．2）式と同じパワースペクトルを与える．それはシステムのフラクタル次元を
係数とする周波数のべき乗のスペクトルである．（5．6）式は（5．2）式の欠点を取り除いた表現
にたっていて，特徴的た角周波数ろ”を持つローレンツ型のパワースペクトルを示す．これは，
α＞ろ2の場合，システム全体の特性が最後にスケール変換したクラスターの性質で決まること
を示している．この場合システムはスケーリング領域の高周波数帯域（短周期帯域）での性質が
卓越することにたる．
 6．結   論
 Koyama and Hara（1992）は，ランダムシステムの運動エネルギーがスケーリング領域内で
極小とたる条件を考えた．そのシステムはポテンシャルエネルギーが最小であり定常状態にあ
る．このようた定常状態のランダムシステムはD20．47，D＝！，およびD＝2の3つのモード
だけが存在することを示した．先に導いたfBmの次元Hはシステムのフラクタル次元Dと
D＝3－2Hの関係を示す．この関係を用いれば，連続するブラウン運動ではH＝1／2とH＝1
とたる運動が安定な定常運動として期待される．
 H＝1／2は古典的なブラウン運動を示し，そのパワースペクトルは1／！2である．H＝1の場
合は，1／！のパワースペクトルで特徴づけられる運動を示す．定常状態での連続するブラウン運
動ではこの2つのモードが期待される．D竺O．47となるモードは，1／！1’53型のパワースペクト
ルとたるランダムシステムである．乱流状態の粒子速度の空間分布（Champagne（1978））とか
半導体素子のノイズ（e．g．，De Muracia et al．（1991））たどがこのモードに当たると考えられ
る．実際，これらの現象は時間的・空間的に連続しているのではたく，Sporadicた現象である．
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 複雑たシステムのダイナミックスをランダムシステムの活性化として捕らえ，ランダムた活
性化をランジュバン方程式で，システムの複雑さを微分方程式系のスケール変換で表現した．基
本的な微分方程式系から出発したことにより，fBmの物理的たモデルをランジュバン方程式の
スケール変換によって，またそのパワースペクトルや1ong tai1behaviorの一般的た性質を見
通しよく表現することができたと考える．
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Sca1ed Langevin Equation to Genera1ize the Brownian
          Motion and Its Pρwer Spectrum
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          Hiroaki Hara
（Facu1ty of Engineering，Tohoku University）
    A co叩p1ex system is considered to simu1ate the dynamica1process of random activa－
tions．The system is composed of a set of c1usters．Time evo1ution of each c1uster is
described by the Langevin equation，which characterizes a family of the Brownian motion二
Then a sca1ingru1e is introducedto the Langevinequation in orderto mode1the comp1exity
of the who1e system．It is found that the comp1ex system1eads us to the genera1ization of
Brownian motion and fractiona1Brownian motion．Fracta1dimension D deined from the
sca1ing ru1e re1ates to the Hurst exponent H of fractiona1Brownian motion as
                           1－D＝2H－2  （D＞O）．
This wou1d give a physica1basis of the Hurst exponent，which is origina11y proposed to
specify“the span of interdependence of Brownian motion”．Orthogona1ity，1ong tai1
behavior，and spectra1sca1ing of fractiona1Brownian motion by the sca1ed Langevin
equation are a1so discussed．
Key words：Langevin equation，Brownian motion，fractiona1Brow・nian motion，fractiona1noise．
